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Résumé : La modélisation linéaire de coques minces piézoélectriques de forme
quelconque nécessite l’utilisation d’une représentation de la géométrie par un en-
semble de coordonnées curvilignes. Dans ce travail, nous commençons par donner
un résultat d’existence pour un matériau piézoélectrique occupant un domaine tri-
dimensionnel représenté à l’aide d’un système de trois coordonnées curvilignes.
Puis, nous particularisons ce résultat au cas d’une coque piézoélectrique tridimen-
sionnelle, et finalement, nous montrons comment ce résultat d’existence peut être
étendu à des théories bidimensionnelles incluant, ou non, l’effet de déformations de
cisaillement transverse.
(Abstract: pto)
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Computational Structures Technology”, Athènes, 30 Août-1er Septembre 1994
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Some remarks on piezoelectric shells
Abstract: The modelization of general linear piezoelectric thin shells requires the
use of a representation of the geometry by a set of curvilinear coordinates. In this
paper, we start by giving an existence result for a general piezoelectric material the
representation of which uses curvilinear coordinates. Then we particularize such
a result to a three-dimensional piezoelectric shell, and, finally, we show how this
existence result can be extended to two-dimensional theories including, or not, the
effect of transverse shear strains.
3
1 Introduction
La piézoélectricité peut être considérée comme une interaction entre deux
phénomènes [1] :
  l’effet direct de piézoélectricité : une déformation mécanique d’un matériau
génère un champ électrique dans le matériau ;
  l’effet inverse de piézoélectricité : l’application au matériau d’un champ élec-
trique, ou d’une différence de potentiel, génère une déformation.
Ces phénomènes de piézoélectricité ont été découverts en 1880 par Jacques et
Pierre Curie; ces propriétés sont de plus en plus utilisées dans l’industrie depuis
ces dix ou quinze dernières années, en particulier pour exercer un contrôle actif de
certaines structures élastiques : dans cette direction, en utilisant un système distribué
de capteurs et d’actionneurs répartis à l’intérieur ou sur la surface du matériau, on
peut atténuer ou même stopper les vibrations d’une structure. L’utilisation croissante
de ces matériaux piézoélectriques est principalement liée au fait que
  ces efforts peuvent être obtenus sans appliquer de charge mécanique ;
  capteurs et actionneurs sont très légers : ils peuvent être collés sur le matériau
sans changer de manière significative le poids ou les propriétés dynamiques
de la structure.
Au delà du contrôle de vibrations, de tels matériaux peuvent être utilisés pour
contrôler la forme des hélices, des ailes d’avion, des miroirs de télescopes ainsi
que pour contrôler la fatigue de matériaux, d’organes artificiels en biomécanique
et bien d’autres choses. Une présentation détaillée de ces diverses possibilités peut
être trouvée par exemple dans [1] [2] [3].
2 Représentation géométrique dans
 3 par un système
de coordonnées curvilignes
Soit  3 l’espace euclidien habituel et soit  0  1  2  3  un système orthonormé
de référence. Tout point 	 de  3 peut être repéré par


 	  
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où nous utilisons, ici et par la suite, la convention de sommation sur les indices
répétés, une fois en position supérieure et une fois en position inférieure. L’ensemble
de variation de ces indices est   1  2  3  pour les indices latins, et   1  2  pour les
indices grecs. Ce point 	 peut aussi être rapporté à un système de coordonnées
curvilignes   1   2  3  tel que
       1  2   3  
avec
det
   
	 0 
Ainsi, à tout point 	 (voir figure 1), nous associons deux bases locales diffé-
rentes, i.e., 
    

 	      	    	  (base covariante)  (1)
  	   tel que  	     	 (base contravariante),
où  	  0 si   , et 1 si   .A ces bases covariantes et contravariantes, nous associons les composantes
contravariantes ou covariantes d’un tenseur. Par exemple pour un vecteur (tenseur
d’ordre un), nous obtenons

3 
2
1
0

 3  !
3  !
2  !
1
 2
 1
Figure 1 : Repères de référence local et global
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              
et pour un tenseur d’ordre deux    	    	   	    	    	     	    	     	 
Le passage entre composantes covariantes, mixtes ou contravariantes est assuré
par les tenseurs métriques    	  ou    	  , i.e.,      	   	    	       	   	     
Comme les bases locales     ou     ne sont pas orthonormées, la dérivation
d’un tenseur est facilitée par l’introduction des symboles de Christoffel

Γ

 	 . En effetconsidérons par exemple le vecteur
       ;
sa dérivée s’écrit    
	   	 	     	   
       	 
Alors, en définissant 
Γ

 	        	          	 
nous obtenons
   	  Γ 	    Γ   	  
de telle sorte que
 	 	      	       	   
où les dérivés covariantes de    et    sont données par 
  	      	 Γ 	        	     	 
 Γ  	       (2)
Finalement, nous introduisons l’élément de volume	     1   2   3       1   2    3  (3)
Pour plus de détails, le lecteur pourra consulter [4, chapitre 1].
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3 Modélisation du problème piézoélectrique tridimen-
sionnel
Soit

le domaine occupé par le milieu piézoélectrique au repos. Nous notons 
sa frontière que nous supposons régulière. Nous supposons que ce milieu est
soumis aux charges suivantes :
(i) charges mécaniques :
  un chargement distribué de densité  dans  ;
  un chargement surfacique distribué de densité  sur une partie  1 de la
frontière
 
;
  le milieu est encastré sur la partie complémentaire
 
0 de sa frontière. Nous
supposons que   0   0.
(ii) charges électriques :
  pas de charges électriques dans le milieu ;
  potentiel fixé, disons 	 
	 0 sur la partie
 
0 de la frontière (appliqué au
moyen d’électrodes). Il est supposé que    0  0;
  pas de chargement électrique sur la partie complémentaire
  
1 
     0 ,
i.e.,     0, où  désigne le vecteur de déplacement électrique et où 
désigne le vecteur unitaire normal à la frontière.
Les équations piézoélectriques : ces équations sont détaillées par exemple dans
[1,5,6] lorsqu’un repère orthonormal est utilisé et dans [7] pour une représentation à
l’aide d’un système de coordonnées curvilignes général. Il est intéressant d’utiliser
ces références avec la présentation donnée dans [4] pour les équations d’élasticité
tridimensionnelle exprimées à l’aide d’un système de coordonnées curvilignes gé-
nérales. Nous notons
INRIA
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   	  composantes du tenseur de contraintes (         	     	 )   composantes contravariantes du déplacement électrique        
  
    composantes de la normale extérieure unitaire à  
  composantes covariantes du champ électrique  
    
  
	  potentiel électrique
   vecteur déplacement,      
 	  composantes du tenseur de déformation.
Par définition, nous avons

   	     	   (4)
 	     12     	 
  	     (5)
Alors, les équations peuvent être écrites :
(i) équations d’équilibre :
    	  	    dans   (6)
  0 dans   0  (7)
   	  	    sur   1  (8)
(ii) équations de Maxwell-Gauss :
     0 dans
  (9)
	  	 0 sur
  
0  (10)
     0 sur
  
1  (11)
Il reste à préciser les lois constitutives pour pouvoir exprimer toutes ces équa-
tions comme fonction des inconnues principales du problème, i.e.,

 et 	 .
Lois constitutives :
   	    	    	           	    	  (12)
RR n˚ 2367
8 Michel BERNADOU et Christophe HAENEL
     	           
   	  	  	  (13)
où les coefficients   	       	    	 satisfont les propriétés
  	    	         	
  	     	    3  	 1    	  2 
	   	   	  IR  constante  0 
 

   	    	  
  	   	 
  	   	  3   1     2 
	   IR  constante  0 
 

 

(14)
Inconnues principales : la substitution des équations (12) (13) dans les équations
(6) et (9) montre que ces équations dépendent seulement de
 et 	 qui sont les
inconnues principales, i.e.,

 
     composantes du champ de déplacement
	  potentiel 
Avant de donner la formulation variationnelle du problème, il est commode de
remplacer la condition aux limites non homogène (10) par une condition homogène.
Pour cela, nous supposons qu’il existe une fonction ˆ	 définie sur

telle que
ˆ	
0
 	 0
et nous posons
¯	  	  ˆ	  (15)
Alors,
¯	  0 sur   0
INRIA
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et le nouvel ensemble d’inconnues principales est     ¯	  . En substituant (15) dans
les relations (12) (13), nous obtenons
   	    	      	    ¯	      	    ˆ	 
     	        ¯	  
   	  	  ˆ	 
de telle sorte que les équations (6) à (11) deviennent
    	    ¯	   	         	    ˆ	    	 (16)
 	    ¯	   	     	     ˆ	   	 (17)
avec les conditions aux limites
  0 sur   0 (18)
   	    ¯	   	    
    	    ˆ	   	 sur   1 (19)
¯	  0 sur   0 (20)
     ¯	        	  	  ˆ	    sur   1  (21)
Formulation variationnelle : en partant des équations (16) à (21), nous obtenons,
au moins formellement, la formulation variationnelle du problème. Pour cela, mul-
tiplions l’équation (16) par une fonction test
 
 et l’équation (17) par une fonction
test   , puis intégrons sur  ; nous obtenons

     	    ¯	   	    
  	    ¯	   	   	


  
 
      	    ˆ	    	       	     ˆ	    	   	 
 

En utilisant la formule de Green [4, (1.12.39)], i.e.,

      	  

 	     	 


 	     
 
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nous obtenons grâce à (5) et à la symétrie de    	 :

     	    ¯	    	      
  	    ¯	   	      	


  
 


    	    ˆ	    	        	     ˆ	   	      	

      	    ¯	      	   	    ¯	     	  



      	    ˆ	      	 
  	     ˆ	     	  

 

(22)
En utilisant les conditions aux limites (18) à (21), la relation (22) peut être
réécrite 
  
  ¯	            

  
     
où, avec (12) et (13), nous avons posé

  
  ¯	           


      	             	    ¯	     	     

            
   	  	  ¯	          	
 

(23)

         

   
 


    	    ˆ	    	     
  	     ˆ	   	      	 
   
1
    

 
 

(24)
Maintenant, nous pouvons donner la formulation variationnelle de ce problème
piézoélectrique linéaire statique tridimensionnel :
Trouver  
  ¯	   
  Θ tel que

    ¯	            

          	          
  Θ
 

(25)
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où les formes bilinéaires

  
  et    sont données par les relations (23) et (24),
et où les espaces  et Θ sont donnés par
                 1         0  0 
Θ         1    ;     0  0  
Alors, nous démontrons l’existence et l’unicité d’une solution pour le problème
(25) :
Théorème 1 : Le problème (25) a une solution et une seule.
Démonstration : Nous utilisons la version généralisée du lemme de Lax-Milgram
(voir [8, Théorème 1.3]) dans laquelle la forme bilinéaire
  
  n’est plus néces-
sairement symétrique. On vérifie facilement que :
    Θ est un espace de Hilbert ;
    
  est une forme bilinéaire,   Θ-continue ;
 

   est une forme linéaire,   Θ-continue.
Il reste à établir que

     est   Θ-elliptique, i.e., il existe une constante  0 telle que

   
                    3
  1
     21   
     21   
	          
  Θ 
 

(26)
Observons que
                   


     	    	              
   	        	      	 
 

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La première partie de ce résultat vient de l’extension de la propriété de  -
ellipticité du problème tridimensionnel lorsqu’un système de coordonnées curvi-
lignes est utilisé (voir [9]), i.e., il existe une constante  1  0 telle que

   	     	             	   1  3   1      21    
	    
 
 

(27)
La seconde partie de ce résultat vient de (4) (14), de l’hypothèse mes.   0  0
et de l’inégalité de Poincaré [10]; alors, il existe une constante  2  0 telle que

   	        	 	   2     21    	    Θ  (28)
Avec les inégalités (27) et (28), il s’ensuit la propriété (26).
4 Représentation géométrique d’une coque mince gé-
nérale
En particularisant la représentation introduite dans le paragraphe 2, nous défi-
nissons maintenant une coque mince générale   comme le produit tensoriel de sa
surface moyenne  par son épaisseur  .
La surface moyenne 
Soit  3 l’espace euclidien habituel rapporté à un système orthonormal fixe
 0  1  2  3  , et soit Ω un sous-ensemble ouvert borné du plan euclidien  2 avec
une frontière Γ. Alors la surface moyenne ¯ de la coque est l’image dans  3 de
l’ensemble Ω̄ (appelé domaine de référence) par l’application  :
 :   1   2   Ω̄   2     1  2   ¯  3 
Nous remarquons que

    Γ  de telle sorte que ¯ 

 et nous
supposons que  et Γ sont suffisamment réguliers. En particulier, nous supposons
INRIA
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que tous les points de la surface moyenne ¯    Ω̄  sont réguliers de telle sorte que
les vecteurs
        
        1  2 
sont linéairement indépendants pour tout     1  2   Ω̄. Ces deux vecteurs
définissent le plan tangent à la surface ¯ au point     . Le vecteur normal au plan
tangent est donné par
 3  

1   2
  1   2  
Cet ensemble  1   2   3  définit la base locale covariante attachée au point
générique

de la surface moyenne (figure 2). Nous notons   et    les première
et seconde formes fondamentales de la surface moyenne  , i.e.,
   	               
   
 	        3     3         3       (29)
 
1
 
2
 
2  
1
 
3
  
Ω   
Γ 
 
3

2

1
Ω
Γ
   
  
2
    
1
  
 3
Figure 2 : Définition de la surface moyenne de la coque
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A la base covariante   1   2   3  , nous associons la base contravariante   1   2   3 
qui est définie par

         et  3   3 
Il est intéressant de noter que
      

 
 
 
 
  
 

    
où      est l’inverse de la matrice      . En utilisant ces tenseurs métriques      et
     , nous pouvons définir les composantes mixtes et contravariantes d’un tenseur ;
par exemple, dans le cas particulier du tenseur symétrique (b), il vient :
    
                  ;              
et, inversement,
                   
 
Cette seconde forme fondamentale donne les courbures de la surface moyenne.
En particulier, en tout point

de la surface moyenne, la courbure moyenne
 
et la
courbure totale

sont des paramètres intrinsèques de la surface moyenne donnés
par
   12

1

1

 1
	
2   12     ;
  1 
1
 
2

 11  22   12  21 
 

(30)
où 1

1
et 1

2
désignent le minimum et le maximum de la courbure normale de la
surface moyenne  au point  . En outre, à l’aide de (29), nous obtenons
 3      
     (31)
Finalement l’élément d’aire
  de la surface moyenne est donné par
     1   2    1   2      1   2 
Naturellement, par analogie avec le paragraphe 2, nous pourrions définir les
symboles de Christoffel Γ
  et les dérivées covariantes sur la surface moyenne.
Pour plus de détails, nous renvoyons le lecteur à [4,11].
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La coque mince  
Aux coordonnées curvilignes   1   2  qui permettent de décrire la surface moyenne,
nous ajoutons la coordonnée  3, qui est mesurée le long de la normale  3 à  au
point

. Ce système   1  2  3  est, au moins localement, un système de coordonnées
curvilignes de  3. L’épaisseur  de la coque est définie par l’application
 :   1  2   Ω̄      IR ;   0  
Alors, la coque   est le sous-ensemble fermé de  3 défini par
    	   3 ; 

 	     1  2  
  3  3    1  2   Ω̄ 
 12    1  2    3   12    1  2   
 

D’après les relations (1) et (31), les dérivées du vecteur


 	     1  2  
  3  3
donnent
         3      ;  3   3  (32)
Les vecteurs  1 and  2 sont parallèles au plan tangent à la surface moyenne 
au point

tandis que le vecteur  3 est normal à ce plan. Il est démontré dans [11,
section 2.1] que  	  1  2  3  est un repère local en tout point 	 de la coque   .
Finalement, d’après [4,  10.1], l’élément de volume (3) peut être écrit ici
        1   2   3         1   2   3         3 (33)
où  
  1  2    3 
    3  2 (34)
et où
 
et

sont donnés par (30). Il est intéressant de noter que pour une coque
mince, nous avons [11,  2.1]
      110   
    1100  2 
de telle sorte que
1  2    3 
    3  2  89100  (35)
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5 Coques Minces Piézoélectriques
L’obtention de modélisations bidimensionnelles de coques minces piézoélec-
triques dépasse le cadre de ce travail. Dans cette direction, mentionnons les travaux
[3 et 12 à 15] qui restreignent la représentation de la surface moyenne à des coor-
données curvilignes donnant les lignes principales de courbure, et [7] qui utilise des
coordonnées curvilignes générales. Ajoutons que les justifications mathématiques
de telles équations sont ouvertes, même pour des déformations d’origine purement
mécanique : dans ce cas, il convient de mentionner les travaux récents [16 à 22] qui
justifient mathématiquement, à l’aide des techniques d’analyse asymptotique, les
équations de coques minces à membrane dominante, ou bien, à flexion dominante.
Mais à notre connaissance, les justifications mathématiques des modélisations clas-
siques de Naghdi [23,24] ou de Koiter [25] restent ouvertes.
Bien que nous n’ayons pas de formulation variationnelle explicite des coques
minces piézoélectriques, nous donnons ci-après un théorème général d’existence et
d’unicité valable pour des modélisations qui prennent en compte, ou non, les effets
de déformation de cisaillement transverse. Plus précisément, ce théorème permet de
prendre en compte n’importe quelle modélisation de coque mince piézoélectrique
dont la partie purement mécanique entre dans le cadre des études d’existence et
d’unicité développées dans [11,26,27].
Equations bidimensionnelles de coques minces piézoélectriques
L’idée de base des équations bidimensionnelles de coques minces est de tirer parti
de la faible épaisseur de la structure tridimensionnelle pour intégrer sur l’épaisseur,
et d’obtenir ainsi des théories bidimensionnelles formulées sur la surface moyenne
 , ou, mieux encore, sur le domaine de référence plan Ω. Dans cette direction, les
théories les plus classiques sont basées sur les deux hypothèses suivantes :
(i) Théories prenant en compte les déformations de cisaillement transverse
[23,24] :
  les particules situées le long des normales avant déformation restent alignées
après déformation sur une ligne qui n’est généralement plus normale à la
surface moyenne déformée ; alors
   1  2   3      1  2  
  3      1  2      (36)
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    composantes de la rotation de la normale ;
  les contraintes sont approximativement planes et parallèles au plan tangent,
i.e.,   3        3    33  0  (37)
Dans ces théories, les inconnues principales sont     1  2      1   2       1  2 
et      1  2  .
(ii) Théories négligeant les effets de cisaillement transverse [25] : les hypothèses
sont similaires mais cette fois-ci les normales à la surface moyenne restent normales
à la surface moyenne durant la déformation. Dans ce cas, les équations (37) restent
valables tandis que l’équation (36) est remplacée par
   1  2  3       1   2    3  3      1  2      (38)
Dans ces modélisations, les inconnues principales sont les trois composantes

   1  2      1  2       1  2  .
Au delà de ces hypothèses concernant l’expression du vecteur déplacement
   1  2  3  dans l’épaisseur, nous devons indiquer comment le potentiel ¯	 se com-
porte dans l’épaisseur de la coque. Supposons ici qu’il puisse être développé comme
suit
¯	   1  2  3   
  0
  3  
 !
¯	    1  2   (39)
Alors, en substituant les expressions du type (2) (32) (33) (34) (36) (ou (38)),
(37) (39)... dans la formulation variationnelle (25) et par intégration sur l’épaisseur,
nous pouvons obtenir les théories bidimensionnelles approchées. Ces théories dé-
pendent des hypothèses de base (36) à (39) mais aussi de diverses simplifications
plus ou moins bien justifiées... Une discussion approfondie de ces différents aspects
est bien au-delà de l’objectif de ce papier !
Nous concluons par le résultat suivant qui semble être très intéressant au plan
des applications tant pour l’étude du problème direct que pour l’étude des problèmes
inverses associés.
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Théorème 2 :Toute formulation variationnelle bidimensionnelle de coque mince
piézoélectrique
(a) qui est obtenue à partir d’une formulation tridimensionnelle (25) par intégra-
tion sur l’épaisseur (comme décrit plus haut),
(b) qui redonne une formulation variationnelle purement mécanique entrant dans
le cadre des théorèmes d’existence et d’unicité de [26,27],
(c) qui est obtenue en restreignant le développement du potentiel aux trois pre-
miers termes, i.e.,
¯	   1  2  3   ¯	 0   1  2  
  3 ¯	 1   1  2  
 12   3  2 ¯	 2   1  2  (40)
(d) qui est obtenue pour un potentiel donné 	 0 appliqué le long de la partie

  0
de la frontière latérale de la coque   ,
a une solution et une seule.
Démonstration : Ces formulations variationnelles bidimensionnelles linéaires de
coques minces piézoélectriques sont clairement du même type que (25) mais, main-
tenant, les intégrations qui restent à effectuer sont effectuées sur  ou, de manière
équivalente, sur Ω. En particulier, les espaces fonctionnels associés sont des espaces
de Hilbert, les formes associées   
  et    sont bilinéaire et linéaire, et elles sont
toutes deux continues. Alors, pour appliquer la version généralisée du lemme de
Lax-Milgram [8, théorème 1.3] et pour conclure, il reste à prouver que   
  est
elliptique.
Notre résultat est basé sur les remarques suivantes :
(i) à partir de (23), nous obtenons pour tout  
       
  Θ

  
                          
          (41)
avec 
          

 
  	    	                 
         

 
  	        	    (42)
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de telle sorte que le résultat global d’ellipticité dépend de
  l’ellipticité de la forme bilinéaire bidimensionnelle approchée    
  asso-
ciée à (41) ; celle-ci est assurée grâce à l’hypothèse (b). Plus précisément,
deux cas sont à considérer :
Cas 1 : pour une modélisation bidimensionnelle incluant les effets de cisaillement
transverse, nous avons
                   3
  1
     21 Ω 

2
  1
    21 Ω  (43)
pour tout              1  Ω  ;   Γ0  0  , où  est une constante  0;
Cas 2 : pour une modélisation bidimensionnelle ne prenant pas en compte les effets
de cisaillement transverse, nous avons
        

2
  1
     21 Ω 
    3  22 Ω  (44)
pour tout           1  Ω  ;   Γ0  0  et tout   3        2  Ω  ;   Γ0     Γ0  0  , où  est à nouveau une constante  0;
  l’ellipticité de la forme bilinéaire bidimensionnelle approchée associée à (42)
(voir (ii) ci-après).
(ii) à l’aide des hypothèses (40) et (42), nous obtenons
      0    1    2      0    1    2  

 
  	    0 
  3   1

 1
2   3  2   2       0 
  3   1 
 12   3  2   2   	   
et avec (14) et (35) :
        0    1    2      0    1    2  
 89
100
 
Ω 

2

 
2
3
  1
   0 
  3   1 
 12   3  2   2  2    3      1   2 
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Comme   	    0  1  2, dépend seulement de  1 et  2, nous obtenons
  89
100
 
Ω
   2
 
2

2
   1
   0    
  3   1    
 12   3  2   2     2

    1 
  3   2  2    3      1   2 
d’où (les exposants impairs en  3 ont une contribution nulle) :
  89
100
 
Ω
   2
 
2
    0  1  2 
    0  2  2 
    1  2

   3  2     2  2 
    1  1  2 
    1  2  2 
   0  1   2  1 
   0  2   2  2 

 1
4   3  4     2  1  2 
    2  2  2     3      1   2 
Finalement, en notant ¯  min
Ω
    0,
  89
100
 ¯   1
4
    0  1  20 Ω 
    0  2  20 Ω 
 4    1  20 Ω 

 ¯ 2
12
   1  1  20 Ω 
    1  2  20 Ω 
    2  20 Ω 

 7¯ 4
8640
    2  1  20 Ω 
    2  2  20 Ω  
d’où, avec l’hypothèse (d) et avec l’inégalité de Poincaré [10], l’existence d’une
constante   0 telle que
      0    1    2      0    1    2    
2
  0
     21 Ω  (45)
Il reste alors à ajouter les inégalités (43) (ou (44)) et (45) pour obtenir la propriété
cruciale d’ellipticité pour la forme quadratique    
  
    
  .
Remarque : dans l’énoncé du théorème 2, l’hypothèse (d) est purement simplifica-
trice. Un résultat similaire peut être obtenu si le potentiel 	 0 est appliqué sur une
partie de la surface supérieure ou inférieure de la coque.
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6 Conclusion
Ces résultats donnent des bases mathématiques solides pour aborder d’autres
études comme celles des problèmes piézoélastodynamiques, des problèmes pié-
zothermoélastiques, de l’utilisation de pastilles piézoélectriques... et, au-delà de
ces différents problèmes directs, ces résultats devraient permettre d’aborder les pro-
blèmes inverses associés, notamment ceux attachés à la contrôlabilité des structures.
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Linéairement Elastique, Ecole de Printemps 1994, INRIA, Rocquencourt.
RR n˚ 2367
22 Michel BERNADOU et Christophe HAENEL
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